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RESUME. Soit k un corps parfait de caracteristique 5. Nous demontrons que l'anneau versel de 
Taction d'un element d'ordre 5 et de conducteur de Hasse 2 comme automorphisme d'un anneau 
de series formelles fc[f] calcule par Bertin et Mezard, est en fait universel. C'est le premier 
exemple d' anneau non- trivial de deformation universel en conducteur superieur. 

A universal deformation ring in higher conductor 

ABSTRACT. Let k denote a perfect field of characteristic 5. We show that the versal deformation 
ring of an element of order 5 and Hasse conductor 2 as automorphism of a ring of formal power 
series fc[t], computed by Bertin and Mezard, is in fact universal. This provides the first example 
of a non trivial universal deformation ring in higher conductor. 



1. Introduction 

On ne connait que quelques anneaux de deformation formelle pour les actions de groupes 
finis par automorphismes (continus) d'un anneau de series formelles en caracteristique positive : 
pour les actions de conducteur de Hasse 1 (dites « faiblement ramifiees », (T), 0' El, HI), et 
pour Taction d'un element d'ordre 5 et conducteur 2 en caracteristique 5 (Q)- Neanmoins, ces 
actions sont interessantes ; par exemple, le principe « local-global » de Henrio, Green-Matignon 
et Bertin-Mezard ClfSt. Q, ID) implique que les questions de deformations et de relevements 
des actions de groupes sur les courbes algebriques se reduisent a des questions similaires pour 
les actions par automorphismes de kit}. Dans cette note, nous demontrons que l'anneau versel 
de deformation d'une action d'ordre 5 et conducteur 2 en caracteristique 5 est universel. Ceci 
donne un premier exemple non trivial d'un anneau universel pour une action non faiblement 
ramifiee. Les foncteurs de deformations locales admettant une infinitude d' automorphismes in- 
finitesimales, ce resultat peut etre une surprise. La demonstration d'universalite pour les actions 
faiblement ramifiees dans [4] utilise des methodes qui ne se generalisent pas aux cas de conduc- 
teur superieur et done ne donne pas de raisons evidentes pour etablir l'universalite dans une 
situation plus generate. Pour ces raisons, nous esperons que notre resultat, qui n'est au fond 
qu'un calcul, serve a illuminer la question de l'universalite en conducteur superieur. 

Pourquoi s'interesser a l'universalite ? Remarquons que, pour les questions geometriques, 
la versalite des anneaux de deformation suffit souvent pour obtenir les resultats desires. Par 
contre, en theorie des nombres, on a besoin d'etablir l'universalite. Si les deformations de 
representations lindanes d'un groupe sont comprises (« Lemme de Schur », cf. [9]), les repre- 
sentations par automorphismes des series formelles restent souvent plus mysterieuses. Pourtant 
l'universalite est parfois essentielle. Par exemple, dans [4, Remark 3.3]) pour calculer l'anneau 
versel de la deformation d'une action faiblement ramifiee de Z/p© Z/p, on utilise V universality 
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de Taction de Z/p. Un autre exemple : pour etablir des resultats de « devissage » pour les 
foncteurs de deformations locales il est parfois necessaire de supposer que les anneaux de 
deformations sont universels [3, Theorem 6.4.7], [2]]. 

2. Universalite 

Soit k un corps parfait de caracteristique 5 et soit W(k) l'anneau des vecteurs de Witt de k. 
Tout automorphisme de l'anneau de series formelles kftj d'ordre 5 et de conducteur (de Hasse) 
ordj(^- — 1) egal a 2 est conjuge a : 

(1) a : tM . 

(Voir HI 4.2.1]).) Bertin et Mezard (HI) ont etudie le foncteur de deformations formelles infi- 
nitesimales de a. Soit Art^ la categorie des TT(/c)-algebres locales artiniens de corps residuel k. 
Pour un anneau A de Art^, on appelle relevement de a a A une serie formelle a(t) E Aut^ Aft} 
d'ordre 5 (pour la composition) et telle que a(t) = a(t) mod m^. On dit que deux relevements 
a\ et ci2 de a a A sont equivalents s'ils sont conjugues par un element £ de Aut^ Aft] tel que 
= t mod m^. On definit le foncteur de deformations formelles infinitesimales de a 

D a : Art fc ->■ Ens, 

qui associe a un anneau A de Art^ 1' ensemble des classes d' equivalence de relevements de a a 
A. 

Rappelons quelques notions de theorie infinitesimale des foncteurs (voir aussi flOl ). On dit 
qu'un foncteur D : Artk — > Ens est pro-representable, s'il existe un anneau local noetherien 
complet R de corps residuel k tel que D est isomorphe a un foncteur Hom(i?, •), qui associe a 
un anneau A de Art^ l'ensemble des homomorphismes locaux de VF(/c)-algebres de R dans A. 
Si un tel anneau existe, on appelle R V anneau universe! de a. Parfois, il n'est facile que d'etablir 
un condition plus faible : on dit qu'un foncteur D : Art^ — > Ens admet un anneau versel R, si 
D(k) est reduit a un seul element et s'il existe un foncteur pro-representable F = Hom(i?, •) 
et un morphisme lisse ip: F — > D, c.-a-d., tel que pour tout morphisme surjectif A' — > A dans 
Artfc, 1' application induite 

F(A')^D(A')x D(A) F(A) 

est surjective ; de plus, on demande que l'application F(k[e]/e 2 ) — > D(k[e]/e 2 ) soit bijective. 
Lorsqu'il en est ainsi, on appelle tp un morphisme versel. L'anneau R et le morphisme <p sont 
alors unique (a un isomorphisme non-unique pres), et le foncteur D est pro-representable si et 
seulement si le morphisme versel est un isomorphisme. On appelle V action verselle une classe 
de conjugaison d'une serie formelle a G Aut/? RftJ telle que l'image de a dans D(R/ m^) est 
egale a l'image par le morphisme versel de projection canonique R — ► R/m n . 

Bertin et Mezard ont demontre ([1 , Theoreme 4.2.8]) que D a admet un anneau versel 

R a = W(k)[y]/(l+y + y 2 + y 3 +y 4 ) 

avec Taction verselle 



Le cas de caracteristique 5 et conducteur 2 est le seul cas du conducteur > 1 dans lequel l'anneau 
versel d'une action d'un groupe cyclique a ete completement determine. 
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Theoreme. L'anneau R a est universel. 

Demonstration. Soit A un anneau de la categorie Artfc, son ideal maximal. Nous prouvons 
que le morphisme versel est un isomorphisme. Supposons que yi , 2/2 £ A satisfont yf + yf + 
2/1+2/1 + 1 = 2/| + 2/2+2/2 + 2/2 + l = 0, yi =y% = 1 mod et qu'il existe une serie formelle 
g(t) G inversible (pour la composition) tel que g(t) = t mod et 

a V2 9 = 9 fyi ■ 

Pour demontrer l'universalite, il suffit de montrer que 2/1=2/2 — la seule complication etant 
que Ton considere un anneau A G Art^ arbitraire (le resultat est trivial sur un corps). Si Ton 
pose g(t) = ao + a\t + a 2 t 2 + 0(i 3 ), on observe que ao G et ai G ^4*. Les termes d'ordre 
et 1 du developpement en t de l'egalite 



(2) 



g(t) 



Va(t) 2 + 2/1 V v 7 * 2 + 2/2 



donnent les formules : 

(3) a 



\/ a o + 2/1 



et 



1 «o 1 
(4) ai : - —3- -^a ai = «i^=- 

Voo + yl («o + 2/i) 3/ 
Dans on a ai inversible et on peut utiliser ([3]) pour simplifier (0]), ainsi 

1 1 

(5) 



V«o + 2/1 

Les termes d'ordre trois dans (0) donnent 

a^ai 2 ao / ao 2 ai 2 1 / oo 2 ai 2 ai 2 + 2aoa2\ 



(a 2 + 2/i) 3/2 V^o 2 + 2/1 V (a 2 + 2/i) 2 + 2 V (a 2 + 2/1) 2 a 2 + 2/1 7 



a2 02 



\/ao 2 + 2/1 2/2 
En utilisant © et ©, 

l/l \ 3 

(6) a 2 — = — =-1 = -(ag - l)a a 2 . 

Comme |(oq — l)a 2 est inversible, on a 



a G ( -— - 1 ) A. 



'1)2 

Multipliant © par ao et utilisant ([3]), on obtient 

et par suite a 2 , G ajjA Comme l'anneau A est local, cela entraine a§ = ; la conclusion resulte 
de©. □ 
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